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A NÖVÉNYI FEJLŐDÉS NÉHÁNY MODELLEZÉSI LEHETŐSÉGÉNEK ÖSSZEHASONLÍTÓ 
V I Z S G Á L A T A 
Biczók Gyula, Tolner László, Békéssy András, Krámli András, Ruda 
Mihály, Soltész János 
MÉM NAK, MTA SZTAKI 
A nemzetközi irodalomból ismertek és a biológiai növekedéselmé-
leti vizsgálatokban elterjedten alkalmazottak a Richards-, Mitscher-
lich-, Gompertz-Makeham- és Janoschek-féle modellek [3]. Ezek az e-
redmények, agrokémiai alkalmazhatóságukat tekintve általában három 
ponton nem kielégitöek. 
Egyrészt a szeneszcenciát csak mint a telitödéshez vezető növe-
kedés-korlátozó jelenséget képesek leirni, mig a növényi fejlődés so-
rán az elöregedés összetett és szemlátomást is megmutatkozó leépülé-
si folyamatokkal jár együtt. 
M á s r é s z t é r v é n y e s s é g ü k a n ö v é n y i f e j l ő d é s i n t e n z i v s z a k a s z á b a n 
m u t a t k o z ó - a g r o k é m i a i s z e m p o n t b ó l k i e m e l k e d ő e n f o n t o s - t á p e l e m f e l -
h a l m o z ó d á s r a sem b i z o n y í t o t t . E m o d e l l e k c s a k e m p i r i k u s m ó d o n k ö z e l i -
t i k m e g a k é r d é s t , és h i á n y o z n a k a jól é r t e l m e z h e t ő , d i f f e r e n c i á l e -
g y e n l e t e k r e v i s s z a v e z e t h e t ő ö s s z e f ü g g é s e k . \ 
A s z e r z ő k e l ő s z ö r a M i t s c h e r l i c h - f é l e t e l i t ő d é s i f ü g g v é n y n e k 
e g y o l y a n v á l t o z a t á t a l k a l m a z t á k , a m e l y n e k k i t e v ő j é b e n az idő e g y 
u j a b b t e l i t ő d é s i f ü g g v é n n y e l v a n s z o r o z v a . A z igy n y e r t t a p a s z t a l a -
t o k a l a p j á n , v é g ü l i s e g y k e t t ő s s z u b k o m p a r t m e n t m o d e l l s e g í t s é g é v e l 
k i s é r e l t é k m e g á t h i d a l n i a fent v á z o l t p r o b l é m á k a t [1], A h o l e r r e le-
h e t ő s é g n y i l o t t / m e g f e l e l ő s z á m ú m é r é s i a d a t e s e t é n / , egy m u l t i - s z u b -
k o m p a r t m e n t m o d e l l t a l k a l m a z t a k . 
1. A Mitscherlich-féle telitődési függvény égy továbbfejlesztése 
C é l u n k volt az e r e d e t i M i t s c h e r l i c h - f é l e t e l i t ő d é s i f ü g g v é n y o -
l y a n m ó d o s i t á s a , a m e l y k é p e s l e i r n i a t á p e l e m f e l v é t e l b e n a k t i v g y ö -
k é r f e l ü l e t t e l i t ő d é s b e futó n ö v e k e d é s é t i s . A z e r e d e t i a l a k k i t e v ő -
j é b e n s z e r e p l ő e g y ü t t h a t ó a n ö v é n y i f e j l ő d é s k e z d e t i s t á d i u m á b a n nem 
m u t a t k o z o t t á l l a n d ó n a k , e z é r t egy /azonos a l a k ú / t e l i t ő d é s i f ü g g v é n y -
n y e l h e l y e t t e s i t e t t ü k : 
f l -bt\. . i n -c-ll—e Át \ /. \ y = A • (1 - e ) . (1) 
Ez a f ü g g v é n y m e g f e l e l ő e n i r t a le a t á p e l e m f e l v é t e l g y o r s u l ó ü t e m é t 
/a g e n e r a t i v fázis k e z d e t é i g / , de t e l i t ő d é s i f ü g g v é n y l é v é n , a t e -
n y é s z i d ő s z a k v é g é n j e l e n t k e z ő n ö v é n y i t á p e l e m v e s z t é s t nem t u d j a le-
i r n i . E z t a t á p e l e m v e s z t é s t l o g i s z t i k u s f ü g g v é n n y e l m o d e l l e z v e , és 
f e l t é t e l e z v e , h o g y a n ö v é n y u g y a n a n n y i t á p a n y a g o t k é p e s e l v e s z i t e n i 
m i n t a m e n n y i t f e l v e t t , az a l á b b i a k k u m u l á c i ó s f ü g g v é n y h e z j u t o t t u n k : 
,. -c(l-e 1>t)>t^ A , _ y = A-(l - e ) - 2_ k t . (2) 
1 + e 
E g y e g y s z e r ű á t r e n d e z é s s e l j o b b a n á t t e k i n t h e t ő a l a k o t k a p u n k : 
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[l + e z - k t J ' 
y = A \ - - e ' . (3) 
z—kt 
A . t elég alacsony értékeire, ha Z>>1 és z>>k-t, akkor e >>1. 
Ekkor (3) jobboldalának első tagja jó közelítéssel egynek vehető. Az 
idő előrehaladtával ez a tag az elérhető telitési értéket csökkenti. 
Először egyre gyorsuló, majd egyre lassuló mértékben. Határértékben 
nullához tart. A görbe illesztését szimplex, lépegető, direkt kere-
ső algoritmussal végeztük. 
Az 1. ábrán három különböző görbetipus illesztésének eredménye 
látható. A három tipus rendre: refluxmentes, erős és mérsékelt ref-
luxot mutató tipus. 
Az itt vázolt modellnek két hátránya van: egyrészt a direkt ke-
reső eljárás időigényes, és igy nagyon költséges lett volna az álta-
lunk vizsgált nagytömegű adat /mintegy hatezer görbeillesztés/ feldol-
gozására. Ezért egy másik modellt is kifejlesztettünk. 
2. A kettős szübkompavtment modell és to vdbbfe jl észté síi lehető-
ségei 
Nagytömegű kisérleti adataink értékeléséhez az 
A _ R f . x y " -b( t-t ) i —s (t—t ) 1 + e v g' 1 + e ^ s' 
kettős szubkompartment modellt alkalmaztuk [1]. így egyrészt lehetsé-
gessé vált a görbeillesztés egy analitikus megoldása /a Marquardt-fé-
le módszerrel/, másrészt e modell előnye (2)-vel szemben az, hogy a 
leépülési tag R együtthatója nem feltétlenül egyenlő A-val. Ehhez a 
modellhez a 
dy/dt = k.y-(A-y) (5) 
differenciálegyenletből kiindulva jutottunk. Eszerint az y /tápelem/ 
felhalmozódás sebessége arányos a már felhalmozódott mennyiséggel (y) 
illetve a növénybe még be nem épült mennyiséggel (A-y). Ugyanígy mo-
delleztük a növényi tápelemvesztést is a dy/dt = k^«y *(.R-y) egyenlet-
tel. A feldolgozott mérési eredmények igazolták, hogy a k. együttható 
/ill. k^/ jó közelítéssel állandó. 
Modellünk kiterjesztéseként - az általánostól eltérő felhalmozó-
dási függvények elemzésekor - megvizsgáltuk a 
dy/dt = k(t)•y•(A-y) (6) 
modellt is. Ismeretes, hogy a (6) differenciálegyenlet megoldása 
' - ! + .-A-Ktt) <7> 
alakú [2], ahol K(t) a k(t) függvény egy primitiv függvénye. /Ha k(t) 
konstans, akkor y logisztikus függvény./ Vizsgálatainkban k függvény-
ként egy harmadfokú polinomot vettünk, azokban az esetekben, amikor 
H 
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oszi árpa Ca felvétel; 




a kettős szubkompartment modell nem illeszkedett kielégítően a méré-
si adatokra. A polinomot a 
k (t) = B2 .(t-B3 )• (t-B4)-(,t-B5) (8) 
gyöktényezős alakban megadva, y-ra az 
y=A • (1+e -A'B2 • [X4 / 4+ (-B3-B4-B5 ) • x3 / 3+ (B3 • B4+B4 • B5+B5 ) •x 2/2-B3•B4•B5•x 1 +B6 y ̂  ̂  
alakú /általunk multiszubkompartment modellnek nevezett/ megoldást 
kapjuk /B6 az integrációs konstans/. 
Vizsgálataink azt mutatták, hogy ennél a modellnél az illesztés 
minősége erősen függ a paraméterek kezdeti értékének megválasztásától. 
Emellett a k(t) polinom-együttható sem teszi képessé a modellt a táp-
elemfelvételi sebesség hirtelen változásainak követésére. 
A probléma megoldását a modell csatolt differenciálegyenletekkel 
történő leirásában látjuk. Az u' = f(.u) elsőrendű autonóm egyenlet meg-
oldása csak monoton függvény lehet. Több monoton szakaszból álló meg-
oldást ugy kapunk, ha például több tápelemre csatolt elsőrendű diffe-
renciálegyenletrendszert irunk fel. 
30 A biológiái növekedés elméi ét néhány ismert modellje 
A bevezetőben már felsorolt modellek jellemző adatait az 1. táb-
lázat adja: 
Richards k<l 0<b£l r>0 WR(t) =A-(l -
k>l b>0 r>0 WR(t) =A#(l + be""*)^ 
Gonrpertz a>0 r?0 WG (t) =Ae~ae~' r-t 
Mitscherlich cíl r>0 WM (t) =A-(1 - -rtx
c 
e ) 
Jánoschek d>0 Piri WJ(t) =A-(l -
Egyszerű logi sztikus b>0 r70 WL (t) =A-(l + be-'*)"' 
1. táblázat 
A Richards modellhez tartozó differenciálegyenlet analizise azt 
mutatja, hogy ha a k paraméter nullához ill. végtelenhez tart, akkor 
a megoldás az alul ill. felül levágott exponenciális függvényhez tart. 
/A k=Ö eset felel meg az-un. monomolekuláris modellnek./ Ha adataink 
a tenyészidő egy rövidebb szakaszából származnak, akkor a Richards 
függvény ugyanolyan jól illeszthető, mint a többi modell, bárhogy is 
válasszuk meg a k paramétert. Ezért a k értékének a becslése még sok 
megfigyelés esetén is bizonytalan. 
Az utóbbi megjegyzés alapján világos, hogy esetünkben, amikor a 
mérési adatok nem a teljes tenyészidőt ölelik fel, elvi akadályai is 
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lehetnek a Richards-féle függvény illesztésének. 
A Gompertz-Makeham, a Mitscherlich és a Janoschek modell eseté-
ben megvizsgáltuk, hogy ezek milyen kapcsolatban vannak az egyszerű 
logisztikus komponensekből álló, és szántóföldi mérési adatokra illesz-
tett kettős szubkompartment modellünkkel, A vizsgálatot külön végez-
tük el a kettős szubkompartment modell növekedési és leépülési kom-
partmentjére. 
Az általunk megvizsgált esetek /mintegy 3000 felhalmozódási függ-
vény/ döntő többségében a különböző görbék által adott közelitések 
eltérése 10 százalék alatt maradt /ez bőven belül van a vizsgált ada-
tok mérési hibahatárán/. Nagyobb eltérések inkább csak a leépülési 
szubkompartmentek között tapasztalhatók. A modellek hasonlóságát il-
lusztrálja a 2. ábra /őszibuza zöldsulyának alakulásában/. Az ábra el-
ső részén a felhalmozódási kompartment, a második részben a leépülés 
látható. 
Általánosságban elmondható tehát, hogy az illeszkedés pontossá-
gát tekintve a kettős szubkompartment modell ugyanugy megfelel mint a 
most bemutatott többi modell. 
Érdekesnek tartjuk még azt az észrevételünket, hogy megadható a 
logisztikus függvény paramétereinek egy olyan tartománya, amelyre a 
logisztikus függvényt legjobban közelitő Mitscherlich és Gompertz 
görbe teljesen egybeesik /az eltérés elhanyagolható/ és a Mitscherlich 
függvény r ill. c valamint a Gompertz függvény r ill. a paraméterei 
igen nagy pontossággal megegyeznek /a relativ eltérés: PRE, a 2. áb-
rán fel van tüntetve/. 
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